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NA JDÔLEŽ I T E J Š I E VYR I E Š ENÉ
MATEMAT ICKÉ PROBLÉMY

Jaroslav Šupina, Miroslav Repický

Výsledky seminára boli priebežne publikované vo vedeckých
časopisoch. Úplný zoznam vedeckých prác profesora Bukov-
ského nájde čitateľ v publikácii (Štefan Tkačik, 2021). V na-
sledujúcom texte uvádzame výsledky ostatných členov semi-
nára dosiahnuté v seminári. Tieto práce sú rozdelené do nie-
koľkých skupín podľa svojho hlavného zamerania.

Kombinatorická topológia. 𝛽𝜔 je topologický priestor na
množine všetkých ultrafiltrov na 𝜔 (𝜔 je množina prirodze-
ných čísel). Báza otvorených množín tohto topologického
priestoru pozostáva z množín [𝑎] = {𝑝 ∈ 𝛽𝜔 ∶ 𝑎 ∈ 𝑝} pre
𝑎 ⊆ 𝜔. Každá funkcia 𝑓 ∶ 𝜔 → 𝜔 má jediné spojité predĺženie

̄𝑓 ∶ 𝛽𝜔 → 𝛽𝜔, kde ̄𝑓 (𝑝) = {𝑎 ⊆ 𝜔 ∶ 𝑓 −1[𝑎] ∈ 𝑝}. Dva ultrafiltre
𝑝 a 𝑞 majú rovnaký typ, ak existuje bijekcia 𝑓 ∶ 𝜔 → 𝜔 taká, že
𝑞 = ̄𝑓 (𝑝). V 𝛽𝜔 je niekoľko čiastočných usporiadaní, ktoré sú
invariantné vzhľadomna typ: 𝑝 ≤RF 𝑞 (Rudin-Frolík), ak exis-
tuje diskrétna postupnosť ultrafiltrov {𝑞𝑛 ∶ 𝑛 ∈ 𝜔} taká, že
𝑞 = ∑𝑝

𝑛∈𝜔 𝑞𝑛 = {𝑎 ⊆ 𝜔 ∶ {𝑛 ∈ 𝜔 ∶ 𝑎 ∈ 𝑞𝑛} ∈ 𝑝}; 𝑝 ≤RK 𝑞 (Ru-
din-Keisler), ak existuje funkcia 𝑓 ∶ 𝜔 → 𝜔 taká, že 𝑝 = ̄𝑓 (𝑞);
𝑝 ≤RB 𝑞 (Rudin-Blass), ak existuje funkcia 𝑓 ∶ 𝜔 → 𝜔 taká, že
𝑝 = ̄𝑓 (𝑞) a 𝑓 −1[{𝑛}] je konečná pre každé 𝑛 ∈ 𝜔. Nie je ťažké
overiť, že 𝑝 ≤RF 𝑞 ⇒ 𝑝 ≤RK 𝑞 a 𝑝 ≤RB 𝑞 ⇒ 𝑝 ≤RK 𝑞. Uniformný
ultrafilter 𝑝 je 𝑃-bod v 𝛽𝜔 (t.j. 𝑃-ultrafilter), ak prienik každé-
ho spočítateľného systému okolí bodu 𝑝 má neprázdne vnút-
ro (t. j. pre každú postupnosť množín 𝑎𝑛 ∈ 𝑝, 𝑛 ∈ 𝜔 existuje
množina 𝑎 ∈ 𝑝 taká, že 𝑎−𝑎𝑛 je konečná pre všetky 𝑛 ∈ 𝜔). Ul-
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trafilter 𝑝 je 𝑄-bod, ak každý rozklad 𝜔 na konečné množiny
má selektor, ktorý je v 𝑝. Ultrafilter je selektívny, ak je zároveň
𝑃-bod a 𝑄-bod. Každý 𝑃-ultrafilter je ≤RF-minimálny, každý
selektívny ultrafilter je ≤RK-minimálny a každý 𝑄-ultrafilter
je ≤RB-minimálny. Existencia ultrafiltrov s týmito vlastnosťa-
mi sa v ZFC nedá dokázať ani vyvrátiť.
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Axiómy teórie množín, modely teórie množín, a forcing.
Axióma výberu (AC): Pre každú množinu 𝑋 existuje funk-
cia 𝑓 taká, že 𝑓 (𝑥) ∈ 𝑥 pre každú neprázdnu množinu 𝑥 ∈ 𝑋.
ZFC označuje axiomatický systém Zermela a Fraenkla s AC
a ZF označuje rovnaký systém bez AC. Pod modelom teórie
množín rozumieme tranzitívnu triedu obsahujúcu všetky or-
dinálne čísla, ktorá spĺňa axiómy ZF prípadne ZFC. Ak 𝑀 ⊆
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𝑁 sú dva takéto modely, hovoríme o rozšírení modelov. Uni-
verzum všetkých množín 𝑉 a trieda konštruktívnych mno-
žín 𝐿 sú príkladmi takýchto modelov (vnútorné modely).
Booleovské modely a forcing umožňujú uvažovať o rozšíre-
niach, ktoré nie sú vnútornými modelmi.
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Konvergencia, pojmy spojitosti. Topologický priestor 𝑋
sa nazýva sekvenciálny priestor, ak každá množina 𝐴 ⊆ 𝑋 je
uzavretá práve vtedy, keď 𝐴 obsahuje limity všetkých konver-
gentných postupností prvkov z 𝐴. Priestor 𝑋 sa nazýva Fré-
chetov priestor, ak pre každé 𝑥 ∈ 𝐴 existuje postupnosť 𝑥0, 𝑥1,
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…prvkov 𝐴 konvergujúca k 𝑥. Funkcia 𝑓 ∶ 𝑋 → ℝ je kvázispo-
jitá v bode 𝑥, ak pre každé okolie 𝑈 bodu 𝑥 a pre každé 𝜀 > 0
existuje otvorená množina 𝐺 ⊆ 𝑈 taká, že |𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑦)| < 𝜀
pre každé 𝑦 ∈ 𝐺. Funkcia 𝑓 ∶ ℝ → ℝ je symetricky spojitá
v bode 𝑥, ak limℎ→0(𝑓 (𝑥 + ℎ) − 𝑓 (𝑥 − ℎ)) = 0.
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Sumačné metódy radov. Testy konvergencie a divergencie
radov, štruktúry založené na porovnaní testov konvergencie
a na porovnaní testov divergencie radov, a súvisiace kardinál-
ne invarianty.
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Deskriptívna teória množín. Systém borelovských množín
v poľskom priestore je najmenší systém množín, ktorý obsa-
huje všetky otvorené množiny, s každou množinou obsahuje
aj jej komplement a je uzavretý na spočítateľné zjednotenia
množín. Postupnými aplikáciami (spojitých) projekcií a ope-
rácie komplementu na systém borelovských množín vzniknú
systémy projektívnych množín Σ1

𝑛 a Π1
𝑛 (𝑛 ≥ 1). Projektív-

ne množiny v určitých axiomatických systémoch teórie mno-
žín môžu mať niektoré pekné vlastnosti borelovských mno-
žín, ale bez špeciálnych axiomatických predpokladov to platí
len pre množiny najnižších tried projektívnej zložitosti. Na-
príklad, každá Σ1

1 množina má Baireovú vlastnosť, je merateľ-
ná vzhľadom na každú 𝜎-konečnú borelovskú mieru a ak je
nespočítateľná, tak má perfektnú podmnožinu.
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Math. Publ. 74 (2019), 145–158.

Ideály na reálnych číslach a kategoriálne bázy. Medzi Le-
besgueovou merateľnosťou a Baireovou vlastnosťou sú urči-
té podobnosti. Známe sú dva spôsoby ako tieto dva pojmy
regulárnosti množín vyjadriť nejakým spoločným prístupom.
Autorom jedného z nich je D. H. Fremlin. Druhým omnoho
jednoduchším prístupom ale aj všeobecnejším sú kategoriál-
ne bázy podľa J. C. Morgana, II. Kategoriálna báza na mno-
žine 𝑋 je systém oblastí 𝒞 ⊆ 𝒫(𝑋) s určitými pomerne jed-
noduchými vlastnosťami, ktoré kontrolujú možnosti vytvára-
nia disjunktných podsystémov systému 𝒞 malých mohutnos-
tí. Množina 𝐴 ⊆ 𝑋 sa nazýva 𝒞-riedka, ak každá oblasť 𝐶 ∈ 𝒞
má podoblasť 𝐷 ⊆ 𝐶 takú, že 𝐷 ∩ 𝐴 = ∅. Množina 𝐴 je 𝒞-
meager, ak je spočítateľným zjednotením 𝒞-riedkych množín.
Množina 𝐴 má 𝒞-Baireovu vlastnosť, ak každá oblasť 𝐶 ∈ 𝒞
má podoblasť 𝐷 ⊆ 𝐶 takú, že buď 𝐷 ∩ 𝐴 je 𝒞-meager alebo
𝐷⧵𝐴 je 𝒞-meager. Mnoho 𝜎-ideálov jemožné popísať ako sys-
tém 𝒞-meager množín a niektoré dokonca ako systém 𝒞-rare
množín. Dôležitou vlastnosťou kategoriálnych báz je, že sys-
tém množín s 𝒞-Baireovou vlastnosťou je uzavretý na Susli-
novu operáciu 𝒜 . Preto ak všetky otvorené množiny majú 𝒞-
Baireovu vlastnosť, tak aj všetky analytické množiny ju majú.
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Kardinálne invarianty. Pod binárnou reláciou rozumieme
trojicu (𝑅−, 𝑅+, 𝑅) takú, že 𝑅 ⊆ 𝑅− × 𝑅+; alebo jednoducho 𝑅,
ak 𝑅− a 𝑅+ sú z kontextu zrejmé. Pre reláciu 𝑅 definujeme
tieto dva invarianty:

𝔡(𝑅) = min{|𝐷| ∶ 𝐷 ⊆ 𝑅+ a (∀𝑥 ∈ 𝑅−)(∃𝑦 ∈ 𝐷) 𝑥 𝑅 𝑦},
𝔟(𝑅) = min{|𝐵| ∶ 𝐵 ⊆ 𝑅− a (∀𝑦 ∈ 𝑅+)(∃𝑥 ∈ 𝐵) ¬(𝑥 𝑅 𝑦)}.

Píšeme 𝑅 ⪯ 𝑆 ak existuje morfizmus z relácie 𝑅 k relácii 𝑆, čo
predstavuje dvojicu zobrazení Φ ∶ 𝑆− → 𝑅− a Ψ ∶ 𝑅+ → 𝑆+
takú, že Φ(𝑥) 𝑅 𝑦 ⇒ 𝑥 𝑆 Ψ(𝑦). Dôsledkom existencie morfiz-
mu (Φ, Ψ) sú tieto nerovnosti medzi kardinálnymi invarian-
tami 𝔟(𝑅) ≤ 𝔟(𝑆) a 𝔡(𝑆) ≤ 𝔡(𝑅). Niekedy nerovnosti medzi
kardinálnymi invariantami rôznych štruktúr je možné vyjad-
riť morfizmami tohto typu. Patria k nim napríklad nerovnosti
tzv. Cichońovho diagramu pre kardinálne invarianty Lebes-
gueovej miery a Baireovej kategórie.
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Trigonometrické tenké množiny. Symbolom 𝑆(𝑥) označme
trigonometrický rad 𝑎0/2 + ∑∞

𝑛=1(𝑎𝑛 cos 2𝜋𝑛𝑥 + 𝑏𝑛 sin 2𝜋𝑛𝑥)
a 𝑏0 = 0. Nech 𝐴 ⊆ [0, 1]. Množina 𝐴 je 𝑈-množina (set
of uniqueness), ak každý trigonometrický rad 𝑆(𝑥) konver-
gujúci k 0 mimo množiny 𝐴 je identicky rovný nule. 𝐴 je
𝑅-množina, ak existuje rad 𝑆(𝑥) konvergujúci na 𝐴 taký, že
číselná postupnosť {|𝑎𝑛| + |𝑏𝑛|}∞

𝑛=0 nekonverguje k 0. 𝐴 je 𝑁-
množina, ak existuje rad 𝑆(𝑥) absolútne konvergentný na 𝐴
a ∑∞

𝑛=0(|𝑎𝑛| + |𝑏𝑛|) = ∞. 𝐴 je 𝑁0-množina, ak existuje
rastúca postupnosť prirodzených čísel {𝑛𝑘}∞

𝑘=0 taká, že rad
∑∞

𝑘=0 sin𝜋𝑛𝑘𝑥 absolútne konverguje na 𝐴. 𝐴 je 𝐴-množina,
ak existuje rastúca postupnosť prirodzených čísel {𝑛𝑘}∞

𝑘=0 ta-
ká, že lim𝑘→∞ sin𝜋𝑛𝑘𝑥 = 0 pre každé 𝑥 ∈ 𝐴. Ak v definí-
cii 𝐴-množiny vymeníme bodovú konvergenciu za rovnomer-
nú alebo kvázinormálnu, dostaneme definíciu Dirichletovej
a pseudo-Dirichletovej množiny. Písmenami 𝒰 , ℛ , 𝒩 , 𝒩0, 𝒜 ,
𝒟 , 𝑝𝒟 označujeme systémy množín príslušného typu. Kaž-
dý z týchto systémov ℱ je uzavretý na podmnožiny ale nie
je ideálom. Preto sa skúmajú ideály prípustných (permitted)
množín Prm(ℱ) = {𝐴 ⊆ [0, 1] ∶ (∀𝐵 ∈ ℱ) 𝐴 ∪ 𝐵 ∈ ℱ}.
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Fuzzy logika. Viachodnotová logika, systémy odvodzova-
cích pravidiel, korektnosť a úplnosť týchto systémov odvo-
dzovania, fuzzy logické programovanie.
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Topologické priestory nerozlišujúce konvergencie a výbe-
rové princípy. Postupnosť funkcií 𝑓𝑛 ∶ 𝑋 → ℝ, 𝑛 ∈ 𝜔
kvázinormálne konverguje k funkcii 𝑓 , ak existuje postupnosť
kladných čísel {𝜀𝑛}∞

𝑛=0 konvergujúca k 0 taká, že (∀𝑥 ∈ 𝑋)
(∀∞𝑛 ∈ 𝜔) |𝑓 (𝑥) − 𝑓𝑛(𝑥)| ≤ 𝜀𝑛. Topologický priestor 𝑋 je
QN-priestor, ak každá postupnosť funkcií 𝑓𝑛 ∈ 𝐶(𝑋), 𝑛 ∈ 𝜔
konvergujúca bodovo k 0 na 𝑋 konverguje k 0 kvázinormálne;
𝑋 je wQN-priestor, ak každá postupnosť funkcií 𝑓𝑛 ∈ 𝐶(𝑋),
𝑛 ∈ 𝜔 konvergujúca bodovo k 0 má podpostupnosť, ktorá
konverguje kvázinormálne k 0. Tieto vlastnosti určitým spô-
sobom súvisia s Hurewiczovou vlastnosťou, ktorá je súčasťou
klasifikácie topologických priestorov v závislosti od existen-
cie pokrytí získaných rôznymi výberovými princípmi z ľu-
bovoľnej postupnosti špecifických otvorených pokrytí. Je tu
aj súvis s klasifikáciou priestorov založenej na možnosti vý-
beru konvergentnej postupnosti funkcií určitým výberovým
princípom z postupnosti pozostávajúcej z konvergentných
postupností spojitých funkcií. Všetky tieto vlastnosti sa skú-
majú aj v súvislosti s konvergenciami polospojitých funkcií aj
s ideálovými zovšeobecneniami konvergencií spojitých fun-
kcií.
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BUDÚCNOSŤ S EM INÁRA

Jaroslav Šupina

Každý z nás by rád vedel predpovedať budúcnosť. Očaká-
va sa to denne od meteorológov, ekonomických a finančných
analytikov, politických komentátorov a pod. O ich úspešnos-
ti máme vytvorenú svoju osobnú mienku. Ja sa do predpo-
vede budúcnosti nepúšťam. Pokúsim sa však opísať tri fak-
tory, ktoré považujem za dôležité pri rozvoji seminára. Je to
v prvom rade aktuálnosť výskumu vo vedeckých oblastiach
seminára, nasleduje kontakt seminára so zaujímavými prob-
lémami a nakoniec, samotný ľudský potenciál.

Začnem tým posledným. Podľa mojich dostupných údajov
(súčasťou seminára som približne od roku 2006), sa seminár
v súčasnej podobe sformoval v druhej polovici sedemdesia-
tych rokov a s malými prestávkami funguje dodnes. To zna-
mená, že o pár rokov bude oslavovať okrúhle výročie, celé
polstoročie. Nikto z pôvodných zakladajúcich členov už nie
je jeho stálou súčasťou, a teda došlo k úplnému odovzdaniu
žezla inej generácii. Aktuálnymi členmi seminára sú Miro-
slav Repický a Peter Eliaš zo SAV, Jaroslav Šupina z UPJŠ,
postdoktorandskí výskumníci UPJŠ Miguel Antonio Cardo-
na Montoya a Serhii Bardyla, Vierka Gavalová z TUKE, kto-
rá je momentálne na materskej dovolenke, a nakoniec, dokto-
rand AdamMarton. Veková štruktúra seminára je preto teraz
vyvážená, so zástupcami mnohých vekových kategórií. Aby
bola zabezpečená udržateľnosť seminára, musí sa zabezpečiť
i prílev budúcich mladších členov. To je vo veľkej miere závis-
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lé na Ústave matematiky UPJŠ, hlavným školiacim pracovis-
kom učiteľovmatematiky v regióne pre druhý stupeň základ-
ných škôl, pre stredné školy a pre univerzity. Len upresním,
že región Košíc je silne založený na technickom a informatic-
kom priemysle, preto je dopyt po takýchto učiteľoch vysoký.
Aby si Ústav matematiky UPJŠ zachoval svoju spôsobilosť vy-
chovávať učiteľov matematiky, musí rozvíjať široké portfólio
výskumu v nej, od krajne aplikovaného až po silne teoretické.
Práve to posledné spadá do pôsobnosti seminára.

Problematika seminára sa rokmi presunula z dominantnej
teórie množín, prípadne teoreticko-množinovej topológie, na
prevažujúce aplikácie teórie množín v teoreticko-množino-
vej topológii, teórii reálnych funkcií, výberových princípoch
a pod. Teória množín bola založená Georgom Cantorom pri-
bližne pred 150 rokmi, pričom topológia sa ako samostatná
matematická disciplína vyčlenila na začiatku dvadsiateho sto-
ročia. Rozoberať ich históriu a súčasné výzvy je nad rámec
tejto publikácie i autora tohto textu. Z ďalších odstavcov by
nepriamo malo vyplynúť, že o otvorené problémy nie je nú-
dze. Ja by som však rád spomenul aspoň jeden významný
výsledok, ku ktorému prispel Miguel Cardona a Diego Mejía
s viedenskou skupinou, všetkých ešte spomeniem v ďalších
odstavcoch. Dlhšie obdobie bola otvorená otázka, či by k štan-
dardným axiómam teórie množín mohla byť pridaná axióma
hovoriaca o rozdielnosti všetkých desiatich kardinálnych in-
variantov tzv. Cichońovho diagramu, štandardného nástroja
teoreticko-množinovej topológie. Len v posledných rokoch
boli vyvinuté dostatočne jemné metódy teórie množín, ktoré
dovolili dať na túto otázku kladnú odpoveď. Problém, aké
poradia kardinálnych invariantov Cichońovho diagramu sú
možné, je však stále otvorený.

Zdrojov aktuálnych matematických problémov pre semi-
nár je viacero. Sú nimi odborné časopisy, stretnutia komuni-
ty (konferencie, workshopy a pod.) a asi najvplyvnejším sú
osobné kontakty s kolegami pracujúcimi v danej problema-
tike. V prípade odborných časopisov sa dnes dá spoľahnúť
na ich elektronickú verziu. Občas bývajú problémy s dostup-
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nosťou kvôli ich cene, avšak často je možné nájsť predprinto-
vú verziu na arXive alebo webovej stránke autora. Stretnutia
komunity bývajú časté, teda niekoľkokrát ročne, i v tejto lo-
kalite strednej Európy alebo jej blízkych miest. Zo všetkých
spomeňme aspoň zimnú školu konajúcu sa každoročne vČes-
ku. Samozrejme, účasť členov seminára na nich je ohraničená
finančnými prostriedkami, ktoré závisia na získaní grantov.

Najväčším a najvplyvnejším centrom výskumu v oblas-
tiach seminára je Viedeň. Menšie skupiny sa vyskytujú
vo všetkých krajinách susediacich so Slovenskom. Aj keď
sa so všetkými snažíme udržiavať rozumné vzťahy, momen-
tálne výskumne najintenzívnejšie spolupracujeme s vieden-
skou skupinou. Obaja postdoktorandi na seminári pochádza-
jú z viedenskej školy, Miguel tam na Technickej univerzite
absolvoval doktorandské štúdium a Serhii na Viedenskej uni-
verzite niekoľkoročný postdoktorandský pobyt. Na Vieden-
skej univerzite absolvoval polročný postdoktorandský pobyt
i autor textu. Z najväčšieho suseda Slovenska by som nemal
zabudnúť spomenúť aspoň skupinu v Gdańsku.

Tradičným centrom blízkym Košiciam je Pražská škola.
Historicky je to škola, z ktorej pochádza profesor Bukovský,
a s ktorou udržoval intenzívne kontakty celý život po svo-
jom presune do Košíc. Pôvodní členovia pražského seminá-
ra z obdobia, kedy tam pôsobil profesor Bukovský, už nie
sú medzi nami alebo nepôsobia v Prahe. Aj v tomto prípa-
de došlo k presunu žezla, tentokrát spolupráce, na mladšiu
generáciu. Napriek tomu boli v posledných rokoch realizo-
vané viaceré pracovné cesty v oboch smeroch, pričom Vierka
Gavalová absolvovala v Prahe počas svojho doktorandského
štúdia niekoľkomesačné výskumné pobyty.

Zo vzdialenejších regiónov, intenzívna spolupráca prebie-
ha s Diegom Mejíom, ktorý dlhoročne pôsobí v Japonsku. Je
mentorom Miguela Cardonu už dlhšie obdobie a veľká časť
výskumu v rámci dizertačnej práce Vierky Gavalovej prebie-
hala v spolupráci s ním. Za posledné obdobie došlo k pracov-
ným návštevám Vierky Gavalovej, Miguela Cardonu a auto-
ra tohto textu v Japonsku a opačne, k pracovným návštevám
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Diega v Košiciach. Miroslav Repický spolu s Diegom vedú
výskum slalomových kardinálnych invariantov, do ktorého
sú zapojení i iní členovia seminára.

Intenzívna spolupráca prebieha i so skupinou zaoberajú-
cou sa topológiou a reálnymi funkciami s centrom v Bratisla-
ve. Pod vedením docentky Holej sme spolu na obdobie rokov
2020 až 2025 získali grant APVV s názvomTopologické štruk-
túry a priestory funkcií.

Týmto by som ukončil sumár niekoľkých faktorov, ktoré sil-
ne ovplyvňujú ako sa bude seminár v budúcnosti vyvíjať. Či-
tateľ bymimohol určite vyčítať, že somneidentifikoval tie fak-
tory, ktoré by mohli do vývoja seminára zasiahnuť negatívne.
Mojou úlohou však nebolo urobiť hĺbkovú a úplnú analýzu
budúcnosti seminára, ale priniesť pohľad na jeho možnú bu-
dúcnosť. Pre mňa to znamená tú pozitívnu budúcnosť.




